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Abstract 

Let (R, m) be a noetherian local ring, M a separated R-module (i.e. El rn”M = 

n> 1 

0) and M = limM/m ri M its completion. Generally, M is not pure in M and 
M is not pure-injective. But if M is totally separated , i.e. X®M is separated 

R 

for all finitely generated /?-modules X, the situation improves: In this case, 
M is pure in M and, under additional conditions, M is even pure-injective, 
e.g. if M = XVI holds with X finitely generated or M = ]J“ 1 Rj m‘. 

In section 2, we investigate the question under which conditions both M 
and M are totally separated and establish a close connection to the class of 
strictly pure-essential extensions. In section 3, we replace the completion M 
in the case M = LL e r Mi with the m-adic closure A of M in P — ELe/ Mi, i.e. 
with A = f] n>1 (M + m n P). We give criteria so that A/M is radical and show 
that this always holds in the countable case M = UEu Finally, we deal 
with the case that A is even totally separated and additionally determine 
the coassociated prime ideals of A/M. 


Key words: Pure-injective modules, complete modules, totally separated modules, pure- 
essential extensions. 
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1 Wann ist M rein-injektiv? 

Stets sei (R, m) ein noetherscher lokaler Ring. Ein i?-Modul M heiBt totalsepariert, wenn 
fur jeden endlich erzeugten R-Modul X auch X®M separiert ist. Das ist nach (HU Lem- 

R 

lira 2.1) Equivalent damit, dass die rein-injektive Hiillc N von M separiert ist, oder auch 
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damit, dass die kanonische Abbildung M —> Jj[ n>1 M/m n M ein reiner Monomorphismus 
ist. Die Klasse allcr totalseparierten A-Moduln ist gegeniiber beliebigen direkten Pro- 
dukten und reinen Untermoduln abgeschlossen, und weil M ein Modul zwischen M und 
Y[ n>1 M/m n M ist, ist jeder totalseparierte A-Modul M rein in M. 

Lemma 1.1 Seien M und M totalsepariert und X endlich erzeugt. Dann induziert die 
Einbettung M C M einen Isomorphismus 


X®M 

R 


X®M 

R 


BEWEIS Vorbemerknng: Ist B ein separierter /t-Modnl und A C B ein dichter Unter- 
modul (d. h. B/A radikalvoll), so ist A —> B nach Simon ([5] Lemma 1.2) surjektiv. War 
A zusatzlich ein Unterraum von B, ist also A —)■ B ein Isomorphismus. 

In unserer Situation ist M rein und dicht in M, also auch X <S> M rein und dicht in 

_ R 

X®M, und weil nach Voraussetzung X(&M separiert, also als Faktormodul von R n ®M 

R R R 

sogar vollstandig ist, liefert die Vorbemerknng die Behauptung. □ 


Bemerkung 1.2 Ist M frei, so findet sich die Formel (11.11) fur zyklische X bei Simon 
(0 p. 974), fiir endlich erzeugte X bei Marley-Webb ([3] p. 10). 

Folgerung 1.3 Sei M totals epariert, M rein-injektiv und X endlich erzeugt. Dann ist 
auch X <g) M rein-injektiv. 

R 

BEWEIS Weil M rein-injektiv und separiert ist, gibt es einen zerfallenden Monomorphis¬ 
mus M —)• Jj[ AeA kl^, in dem alle A\ von endlicher Lange sind (siehe [llj Lemma 1.5,c). 
Dann ist auch X (g) (F[ A^) rein-injektiv, also auch X ® M und mit (11.11) folgt die Be- 

R R 

hauptung. □ 

Der Spezialfall M = R {1} interessiert uns besonders: 

Satz 1.4 Ist X endlich erzeugt, so gilt fiir jede Indexmenge I, dass X ( I) rein-injektiv 
ist. 

Bemerkung 1.5 Sind in M = ]J M, alle M, endlich erzeugt (insbesondere alle M t 
rein-injektiv), so ist M i.Allg. nicht rein-injektiv. In dem Beispiel von Jensen und 
Zimmermann-Huisgen (|2] Lemma 3) ist m 2 = 0, dirri/,.(m/m 2 ) = 2 und 1Z ein Re- 
prasentantensystem des Restklassenkorpers k. Mit m = (x , y) und ciner unendlichen Teil- 
menge A C 77 sind dann die Ideale cia = (x — A y) paarweise verschieden, die M\ = R/a\ 
einrcihig von der Lange 2, aber M = U AeA M\ nicht rein-injektiv, denn die rein-injektive 
Hiillc von M ist FLeA 

Damit also der kanonische Monomorphismus Mi zerfallt, miissen 

gewisse Bedingungen an den Zusammenhalt der M t erfiillt sein: In (11.4p . dass alle Mi = X 
sind mit X endlich erzeugt; in (ll.lOp . dass bei festem n > 1 fast alle als R/m n - 

Moduln frei sind. 
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Lemma 1.6 Sei B ein separierter R-Modul und A C B ein Untermodul, so dass fur 
alle n > 1 gilt: Es ist A n m n B = m n A und B/A + m n B als R/m n -Modul frei. Dann ist 
A —>• B ein zerfallender Monomorphismus. 

Beweis Wir zeigen im 1. Schritt durch Induktion iiber n > 1, dass es Untermoduln 
B Z> Xi Z> X 2 D ... gibt mit X n D m n B und 

X n A + m" B B 

_ m _ — _ 

m n B m n B m n B 

fiir alle n > 1. Klar ist n — 1, und hat man bei n > 1 bereits die X \,..., A n _j wie 
gewtinscht, folgt aus A„_i + A = B, dass A„_i/m n B + (A + m n B)/m n B = B/m n B 
ist, also mit Hilfe der zweiten Voraussetzung ein A" n -i D A n D m n i? existiert mit 
A n /m n B © (A + m n .B)/m n -B = wie verlangt. 

Mit Hilfe dieser X n sei im 2. Schritt p n : B/m n B —> {A + m n H)/m"i? die Projek- 
tion auf den zweiten Summanden, und weil ui n \ A/m n A —> (A + m n B)/m n B nach der 
ersten Voraussetzung ein Isomorphismus ist, wird /3 n := c o~ l o p n ein Linksinverses von 
a n : A/m n A —> B/xri n B. Wegen X n D A n+ i ist auch 

A/m n A < - B/m n B 
A/m n+1 Ai^B/m n+1 B 

kommutativ, so dass fiir den Homomorphismus g = (f3i, fa, fa,...): Y\ n >\B/m n B —> 
n n >i A/m n A gilt g{B) C A und der induzierte Homomorphismus fj\ B —» A ein Links¬ 
inverses von A —^ H ist. □ 

Bernerkung 1.7 Im Spezialfall A = R {r K B = R 1 ist die Aussage wohlbekannt ([1] 
Proposition 3) und aus ihr folgt allgemeiner: Ist M flach und separiert, so ist M flach 
und rein-injektiv ([1] Proposition 4). 

Auch wenn B separiert und B/A flach ist, sind die Voraussetzungen in (II. 6p crfiillt, 
denn A ist dann rein in B und R/m n © B/A = B/A + m n B als i?/m n -Modul flach, also 

R 

frei. Beispicl 1: Sind in A = ]J M, alle M, separiert und flach und ist B = Y\ AA, so folgt 
A C® B. Beispiel 2 ([7] p. 388): Ist B vollstandig und B/A separiert und flach, so folgt 
A C® B. 

Folgerung 1.8 Seien in M = ]jMj alle Mj totalsepariert und flach und sei X endlich 
erzeugt. Mit P = Mi ist dann 

X®~M — >X®Tp 

R R 

ein zerfallender Monomorphismus. 
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Beweis Wie in Beispiel 1 ist M — » P ein zerfallender Monomorphismus, also auch 
X Cg )M —> X®P. Weil auch M und P totalsepariert sind, liefert (11.11) die Behauptung.D 

R R 

Folgerung 1.9 Sei fi'. F% -» M % eine Familie von Epimorphismen (i E I), bei der 
jedes Mi separiert und jedes F { flach ist. Aufierdem gelte filr jedes n > 1, dass fast alle 
fi \ Fi/m n Fi —>■ Mi/m n Mi Isomorphismen sind. Dann ist 

WMi^WMi 


ein zerfallender Monomorphismus. 

Beweis Mit M = M, und P = Yi Mi ist nach (11.61) nur noch zu zeigen, dass alle 
P/M + m n P als i?/m n -Moduln frei sind. Mit F = ]J F* und Q = Yl^i ist auch Q/F 
flach, also Q/F + m"Q als /?,/m n -Modul frei. Blcibt zu zeigen, dass der Epimorphismus 
g = n fi: Q —>■ P einen Isomorphismus g n : Q/F + m"Q P/M + m "P induziert: Aus 
u = ( Ui ) G Q und g{u) E M + m n P, d. h. fi(uf) E m n Mj fur fast alle i, folgt nach 
Voraussetzung Ui E mfiir fast alle i, d. h. u E F + m n Q. □ 

Satz 1.10 Seien in M = ]jM* alle Mi endlich erzeugt und gelte fiir jedes n > 1, dass 
fast alle Mi/m n Mi als R/m n -Moduln frei sind. Dann ist M rein-injektiv. 

BEWEIS Weil alle Mi rein-injektiv sind, ist es auch n^ = n Mi , und wir miissen nur 
noch die Voraussetzungen in (11.91) nachweisen. Jedes Mi besitzt, weil endlich erzeugt, 
eine projektive Hiille fi: Ej -» Mj, und dann ist auch /*: Fi/m n Fi —> eine 

projektive Hiille liber Rj m n . War nun liber R/m n frei, ist fi ein Isomorphis¬ 
mus. □ 

Folgerung 1.11 Sei M = LL=i R/a i und gelte fiir jedes n > 1, dass m n fast alle a.j 
enthalt. Dann ist M rein-injektiv. 

Beweis Mit M t = R/ai folgt aus m n D cp, dass = R/m n ist. □ 

Die Bedingung in (11.111) ist z. B. dann erfiillt, wenn a,; = m' ist fiir alle i > 1, oder 
wenn R vollstandig und fli D D 03 D ... eine absteigende Folge von Idealen ist mit 
n~i a i = 0 (Theorem von Chevalley). 

2 Wann ist M totalsepariert? 

1st M totalsepariert, so ist die in (11.11) angegebene Isomorphic sogar Equivalent damit, 
dass M totalsepariert ist. Wir wissen nicht, ob das immer der Fall ist, geben aber in (12.3p 
eine Reihe von dazu aquivalenten Bedingungen an. Insbesondere untersuchen wir den 
Zusammenhang zwischen totalseparierten Moduln und strikt rein-wesentlichen Erwei- 
terungen. Dabei lieifit eine Modulerweiterung A C B strikt rein-wesentlich m p- s), 
wenn A C B rein-wesentlich ist und aus B C Y, A rein in Y stets folgt B rein in Y. 
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Z.B. gilt fur jeden Basis-Untermodul F eines flaclien R-Moduls M : Genau dann ist F 
rein-wesentlich (strikt rein-wesentlich) in M, wenn M separiert (totalsepariert) ist. 

Die irn dritten Abschnitt von [T2] aufgestellten Rechenregeln fiir strikt rein-wesentliche 
Erweiterungen erganzen wir durch 

Lemma 2.1 Sei A C B strikt rein-wesentlich und A C Bi C B ein Zwischenmodul, so 
dass B\ rein in B ist. Dann sind auch AcBi und B\ C B strikt rein-wesentlich. 

Beweis (a) A C Bi ist rein-wesentlich, denn aus A" C Bi, A n A — 0 und (A © A)/X 
rein in B\jX folgt (A © A)/X rein in B/ A, also X = 0. (b) A C B\ ist strikt rein- 
wesentlich, denn aus B\ C Y und A rein in Y folgt, dass in der Fasersumme 

B-->- Y' 

i 

U 1 9 

B] C Y 

auch g ein reiner Monomorphismus ist, also auch A C B A- Y'. Weil A C B strikt 
rein-wesentlich war, folgt die Reinhcit von h, also auch von B\ C Y. (c) B\ C B ist rein- 
wesentlich, denn aus A C B, XDBi — 0 und (A ®B\)/X rein in B/X folgt Afl A = 0 
und (A © A)/X rein in B/X, also A = 0. (d) B\ C B ist strikt rein-wesentlich, denn 
aus B C Y und B\ rein in Y folgt A rein in Y, also nach Voraussetzung B rein in Y. □ 

Folgerung 2.2 Sei M C Y eine beliebige Modulerweiterung. 

a) Ist M totalsepariert und M C Y strikt rein-wesentlich, so ist auch Y totalsepa¬ 
riert. 

b) Ist Y totalsepariert und M C Y rein und dicht, so ist M C Y strikt rein- 
wesentlich. 

Beweis (a) Die rein-injektive Hiillc N von M ist ebenfalls totalsepariert, und weil man 
Y C N wahlen kann, ist auch Y rein in N und deshalb totalsepariert. 

(b) Nach ( [IT] Lemma 1.9) ist M C Y rein-wesentlich, so dass man wieder Y C N 
wahlen kann, und im Diagramm 

n„>i M/m”M — n„>i r/m"y — n„>i N/m-N 

a 

Y C A 

sind dann a und f3 reine Monomorphismen. Damit ist auch Y rein in N und deshalb 
M C Y nach (12.ip strikt rein-wesentlich. □ 

Satz 2.3 Fiir einen totalseparierten R-Modul M sind aquivalent: 
i) M ist totalsepariert. 
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ii) M C M ist strikt rein-wesentlich. 

Hi) Fur jeden endlich erzeugten R-Modul X ist 

X®~M = X <g> M. 

R R 

iv) Ist a: M —> Y ein reiner Monomorphismus und Y separiert, so ist auch 
dr. M —> Y ein reiner Monomorphismus. 

BEWEIS (i <H> ii) Nach Voraussetzung ist M rein in M (und nattirlich immer dicht), so 
dass (12.2|) mit Y = M die Aquivalenz liefert. 

Bei (i —>■ iii) ist nach (11.11) sogar die kanonische Abbildung X ® M — > X <g) M ein 

R R 

Isomorphismus, und bei (iii —> i) ist X <g) M separiert fiir jeden endlich erzeugten R- 

R 

Modul A", d. h. M totalsepariert. 

Bei (i —> iv) ist in M C Un>l M / mn M —» Yl n> iM/m n M nach Voraussetzung die erste 
Inklusion rein, ini kommutativen Diagramm 

n„>, M/m n M n “" ■ n„>i Y/m-Y 

U U 

M -^-- Y 

aber auch die obere Zcile, also auch a. Bei (iv —>■ i) gilt speziell fiir die rein-injektive 
Hiillc N von M, dass N = N totalsepariert ist, also auch der nach Voraussetzung rcine 
Untermodul M. □ 

Bemerkung 2.4 Ist M nur separiert, aber rein in M, kann man die Eigenschaften 
„M ist totalsepariert“ bzw. „M ist rein-injektiv“ auch an der rein-injektiven Hiille N 
von M ablesen: Ist N 1 /M der groBte radikalvolle Untermodul von N/M , gilt nach ( [TT] 
Folgerung 1.6) H(N i) = H(N) sowie M = N^H^) (mit H{X) = H n >i m n A fiir 
jeden i?-Modul A), und damit folgt: 

M totalsepariert N\ / M rein in N/M; 

M rein-injektiv N/M ist radikalvoll. 

Mit Hilfe des nachsten Lemmas wollcn wir eine Rcihe von nicht totalseparierten Moduln 
und nicht strikt rein-wesentlichen Erweiterungen konstruieren: 

Lemma 2.5 Sei M C A eine Modulerweiterung, so dass A separiert, M rein und dicht 
in A ist. Sei c ein Ideal in R mit der Eigenschaft (*) A/M ist nicht c-teilhar und c (jL 
Ass(A). 

Dann ist B M + c • A ein Modul zwischen M und A, so dass M auch rein und dicht 
in B ist, aber B nicht rein in A. Insbesondere ist M nicht strikt rein-wesentlich in B 
und deshalb B nicht totalsepariert. 
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Beweis Mit A/M ist auch c ■ A/M = B/M radikalvoll, also M rein und dicht in B und 
deshalb nach (HU Lemma 1.9) rein-wesentlich. Wegen (*) gibt es ein r G c, das NNT 
bzgl. A ist, und aus B G A folgt rB G rA, rB G B D rA, so dass B nicht rein in A ist. 
Darnit ist der Zusatz klar. B ist nicht einmal totalreduziert (siehe [TT] Folgerung 1.10), 
denn B/rB hat den radikalvollen Untermodul rA/rB ^ 0. □ 

Bemerkung 2.6 Das Ideal c mit (*) kann man variieren: Vergrofiern bis zu einen q G 
Koass (A/M) oder verkleinern bis zu einern (s) C R mit Ann^s) = 0. Genau dann gibt 
es also ein Ideal c mit (*), wenn es ein Ringelement s gibt, das auf A injektiv und auf 
A/M nicht surjektiv operiert, d. h. wenn [jKoass(A/M) qL (JAss(A) ist. 

Beispiel 1 Sei A separiert und flach 0, M ein Basis-Untermodul von A. Genau dann 
gibt es ein Ideal c mit (*), wenn A/M nicht teilbar ist. (Das ist z.B. der Fall, wenn R 
ein Integritatsring der Dimension > 2 ist und M = R^\ A = M.) 

Beispiel 2 Sei M endlich erzeugt und A = M. Genau dann gibt es ein Ideal c mit (*), 
wenn es einen NNT s bzgl. M gibt, so dass R/ Ann r(M) + (s) nicht vollstandig ist. 
(Das ist z. B. der Fall, wenn R ein abzahlbarer Integritatsring der Dimension > 2 ist 
und M = P n , n > 1.) 

Beispiel 3 Sei M = X^ r> mit X endlich erzeugt 0 und / unendlich, A = M. Genau 
dann gibt es ein Ideal c mit (*), wenn es einen NNT s bzgl. A" gibt, so dass R/ Ann^(M) + 
(s) nicht artinsch ist. (Denn nach (3.8’) ist Koass(A/M) = (p 6 Spec(P) | Arm /? (A) c 

p C m }. 

3 Wann ist A rein in PI 

Stets sei in diesem Abschnitt (M ?; | i G I) eine Familie von P-Moduli!, M — Afj, 
P = Yl^i und A = H n>1 (M + m n P) der m-adische Abschluss von M in P. Auch 
jetzt fragen wir uns, wann A totalsepariert ist. Nach (12. 2 p ist das genau dann der Fall, 
wenn M totalsepariert ist und A rein in P. Die zweite Bedingung wollen wir genauer 
untersuchen. 

Satz 3.1 Sei M = \jMi beliebig und existiere zum Ideal b in R ein e > 1 mit m^M D 
bM C m I~ e bM fur alle f > e. Dann gilt 

AnbPc bA + H(P) . 

Beweis Sei im 1. Schritt M separiert, d. h. H(M) = f) m n M = 0. Dann mussen wir 
A D bP = bA zeigen und gehen wie in ([8] Proposition 2.1.9) vor: Zu (x;) G A D bP gibt 
es nach Definition cine endliche Teilmenge R von / mit x\ G m e Mj fur alle i (/ R. Sei 
b = (6i,...,6 m ). ^ 

Beh. 1 Fiir alle i £ I 0 gibt es eine Darstcllung x* = mit un ,..., u im G M t 

und der Eigenschaft 

(A) n > 1 und x, t G m n+e Mj %,..., u„ n G m n Mi . 
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Klar ist x* = 0: Setze un = ■ ■ ■ = Ui m = 0. Bei x* ^ 0 gibt es, weil M* separiert ist, genau 
ein ti > e mit x* G m u Mi \ m ti+1 Mi, aus x* G m u Mi n bMj folgt nach Voraussetzung 
x.i G m ti ~ e bM i , d. h. x* = Y^=i b^u^ mit u ifl G m ti ~ e M i . Die Eigenschaft (A) folgt dann 
aus der Maximalitat von tj. 

Beh. 2 Fiir alle i G /o setze Hi — un — ... — Ui m = 0. Fur alle i ^ I 0 setze ?/* = x*, 
und dann ist {yf) = b^(u ilx ), (yf) - (x*) G M n bP = bM, so dass (yf) G bA, d. h. 

(un), ..., (uj m ) G A zu zeigen bleibt: Zu festem n > 1 gibt es nach Definition von A eine 
endliche Tcilmenge I\ D J 0 von / mit x* G m n+e Mj fiir alle i ^ Ii, mit (A) folgt dann 
Un,..., u im G m"Mj fiir alle i / I\ wie verlangt. 

Sei irn 2. Schritt M beliebig und P = P /II (P). Im kommutativen Diagramm 

M C A C P 

Lffl C cn(A) C EM 

ist dann A = A/H(P) der m-adische Abschluss von M in P und, wie eine elementare 
Rechnung zeigt, auch M D bM C rrA _e bM fiir alle / > e. Nach dem ersten Schritt 
folgt w(I)nb(n Mi) = b-uj(A), d. h. An bP = bA, d.h. (AnbP) + P(P) = bA + H(P ) 
wie behauptet. □ 

Folgerung 3.2 Sei M = ]JM; beliebig und b C P ein offenes Ideal. Dann gilt 

AnbP=bA + H(P) und A = M + bA + H{P ) . 

Beweis Aus m e C b fiir ein e > 1 folgt m f M C m/~ e bM fiir alle f > e. Also ist die 
Voraussetzung in (13.ip crfiillt, wegen H{P ) C bP gilt im Satz A fl bP = bA + H(P), 
und Addition mit M liefert die zweite Gleichung. □ 

Aus ihr folgt sofort: Ist M = ]J Mi separiert, also H{M ) = 0, H(P ) = 0, A = M+mA, 
so ist A/M radikalvoll. Aber die Bedingung „M separiert 11 ist nicht notwendig. 

Folgerung 3.3 Ist M = M i; so ist A/M radikalvoll. 

Beweis Nach (13.211 geniigt es, H(P ) c m A zu zeigen: x = (x*) G H(P ) = n H(M/) 
mit m = (b 1 ,...,b m ) gilt x t G m l M u x. L = b i> u iu mit u iU---, u im e m * -1 Mj =>■ 

(a^j) = b^Uip), alle (u^) G A, also x G mA. □ 

Folgerung 3.4 Fiir M — \J Mi sind aquivalent: 

i) A/M ist radikalvoll. 

ii) A n mP = mA. 

in) A n bP = bA fiir jedes offene Ideal b. 
iv) H(A ) = H(P) 








Beweis (i —» iii) Aus M + mi = A und m e C b fur ein e > 1 folgt M + bA = A, 
bA + (M D bP ) = in bP, und naturlich ist M ft bP = bM enthalten in bA. (iii —y ii) 
ist klar, und bei (ii —> i) ist M + m A = (M + mP) fl A = A. 

Ebenso ist (iii —> iv) klar, und bei (iv —> i) gentigt H(P) C M + mi: Nach (13.2j) folgt 
dann A — M + mi. □ 

Folgerung 3.5 Sind in M = £jMj fast alle H(Mf) radikalvoll, so ist auch A/M radi- 
kalvoll. 

Beweis Ausder Voraussetzungfolgt, dass YlH(M i )/Y[H(M i ) = H(P)/H(M ) = (M+ 
H(P))/M radikalvoll ist, also H(P) C M + mA, also wieder mit (13.211 die Behauptung.D 

Sei M = JjMj wieder beliebig und (xf) G A. Fiir jedes n > 1 ist dann die Menge 
I n = {i G / | Xi ^ m n M t } endlich und deshalb (J n>1 I n = {i G / | ij ^ H(M/)} 
abzahlbar. War also I tiberabzahlbar, gibt es ein io G / mit Xi 0 G H(Mi 0 ). Das verwenden 
wir im folgenden 

Beispiel Sei R ein diskreter Bewertungsring und M = X^ 1 ' 1 mit H(X ) nicht radikalvoll, 
/ iiberabzahlbar. Dann ist A/M nicht radikalvoll. 

Beweis Sei m = (p), u G H(X) \pH(X) und x = {x/) mit x^ = u fiir alle i. Klar 
ist x G H(P), und ware A/M radikalvoll, also nach (13.411 H(P) C pA, folgte x = py 
fiir ein y = (yf) G A. Nach der Vorbemerkung gilt y io G H(X) fur ein i 0 G /, also 
u — PVio ^ pH(X) entgegen der Wahl. (Bekanntlich gibt es zu jedem P-Modul U eine 
Erweiterung U C X mit H(X) = U.) □ 

Satz 3.6 Sei M = ]JM; und M/H(M ) flach. Dann ist auch P/A flach. 

Beweis Falls alle Mj = R sind, ist das wohlbekannt (Raynaud-Gruson [4] p. 77). Aber 
auch in unserer Situation folgt mit P = P/H(P) und dem Diagramm aus dem zweiten 
Beweisschritt von (13.111 . dass man H{P) = 0, d. h. H(M) = 0 annehmen kann. Nach 
Artin-Rees gibt es zu jedem Ideal b ein e > 1 mit nbcm j e b fiir alle / > e, weil M 
flach ist, folgt m^MnbM C m-f _e bM fiir dieselben /, also nach (13.1)1 A fl bP = bA. Weil 
auch P flach ist, folgt Tor f(P/b,P/A) = 0 fiir jedes Ideal b, also die Behauptung. □ 


Beispiele (1) Sei M = X U) mit X endlich erzeugt. Dann ist A rein in P, denn mit den 
Bezeichnungen wie in ([l] p. 77) ist A = C(I, X) = 0(1, R) ®X, und weil C(I,R ) rein 

R 

in R 1 ist, ist es auch A in P. 

(2) Sei R ein 1-dim. Integritatsring und M = ]j Mi torsionsfrei. Dann ist A rein in P, 
denn alle H(M/) sind teilbar, also radikalvoll, so dass nach (I3.5[) A/M radikalvoll, ja 
sogar teilbar und torsionsfrei ist und aus A/M C® P/M die Behauptung folgt. 

(3) Sei fi: F t —» Mi eine Familie von Epimorphismen wie in (11.9(1 . in der auch jedes Pj 
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separiert ist. Mit B = f'| n >i(F + m n Q) ist dann nach (13.61) auch Q/B flach, aufierdem 
im Diagramm 

Q/B c-- n re >i Q/F + m n Q 

9 Y\g-n 

P/A c-. n„M P/M + m”J> 

nach dem Beweis von (11.91) jedes g n ein Isomorphismus, also auch g, und damit ist P/A 
flach. □ 

Unter den Voraussetzungen von (13.6[) ist AjM radikalvoll, d. h. m ^ Koass(A/M). Ist 
aber M groB genug, sind alle Primideale ^ tn zu AjM koassoziiert: 

Satz 3.7 Sei M = JjMj und M/H(M ) flach, und seien unendlich vide Mj nicht radi¬ 
kalvoll. Dann ist 

Koass (A/M) = Spec (R) \ {m} . 

Beweis Mit P = P/HflP ) hat man den Epimorphismus A/M -» A/M, kann also mit 
Hilfe des Diagramms in (13. ip gleich II(P) = 0 annehmcn, d. h. M = {J M, separiert 
und flach, unendlich viele Mi 0. Weil dann AjM radikalvoll und flach ist, gilt nach 
(Din Folgerung 2.3) Koass(A/M) = {p e Spec(i?) | p • AjM A/M} und wir miissen 
deshalb fur jedes Primideal q ^ m zeigen, dass B = M + qA echt kleiner als A ist: 

Sind die Mj 0 , Mj t , Mj 2 ,... unglcich null, definieren wir mit I' = {Jo j r 2 , • • • } (paarw. 
versch.) und I — I' U I" ein Element x = (xi) G P durch x G m\ (q D xri rn )M l 
falls i G i — j m (das geht, weil q D m m ^ tn m ist und Mi einen reinen Untermodul 
= R besitzt), Xi = 0 falls % G I". Es ist dann x G A, denn fur festes n > 1 ist 
{i G / | Xi ^ m n Mi} C {jo, ji, • • •, jn-i} endlich. Ware aber x G B, d. h. x — y G qA mit 
y G M, folgte {i G I | Xj j qMj} C I', worin die erste Menge endlich und die zweite 
unendlich ist, also Xi G q Mi fiir ein % = j m . Weil Mj flach war, folgt X/ G (q ft m m )Mj 
und das ist unmoglich. □ 

Folgerung 3.8 Sei M = mit X endlich erzeugt 0 und I unendlich. Dann ist 

Koass (A/M) = {p G Spec(i?) | Aim R (X) Cp^m}. 

Beweis Mit A = C(I,X) wie in (||] p. 77) folgt aus 

RW <g) x -- C(I, R) <g> X 

R R 


M c A 

und Y := C(I,R)/R i - I \ dass A/M = Y ® X ist, mit der entsprechenden Formcl 

R 

fiir Koass in (0 Folgerung 3.2) also Koass(F) D Supp(X) = {p G Spec(i?) | p 
m und Ann^(A") C p}. □ 
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Wir wollcn die beiden letzten Aussagen noch fiir M statt fiir A fomulieren. 1st M = 
JJ Mi separiert, induzieren die kanonischen Abbildungen f n = A C M + m"P —> (M + 
m"P)/m n P M/m n M einen Monomorphismus (3: A —> M mit Bi/3 + m n M = M, und 



M --—-A 


sind beide Teildreiecke kommutativ. 1st A sogar totalsepariert, wird a , also auch f3 ein 
reiner Monomorphismus, ebenso die induzierte Abbildung ft: A/M —> M/Bip. 

Satz 3.7’ Sei M = ]J Mj totalsepariert und flach, und seien unendlich viele Mi f 0. 
Dann ist Koass (M/M) = Spec(P) \ {m}. 

Folgerung 3.8’ Sei M = mit X endlich erzeugt ^ 0 und I unendlich. Dann ist 
Koass (M/M) = {p e Spec(P) | Ann^(X) C p ^ m}. 

Beweis Beide Male ist A rein in P, also auch A totalsepariert und deshalb f3: A/M — y 
M/M ein reiner Monomorphismus. Es folgt Koass (M/M) = Koass(A/M) wie gewunscht.D 
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